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Êàê èçâåñòíî, ¾êëàññè÷åñêèé¿ ïîäõîä ê àïîñòåðèîðíîé îöåíêå ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà âûòåêàåò èç âñòðå÷íûõ âàðèàöèîííûõ
ïðèíöèïîâ Ëàãðàíæà è Êàñòèëüÿíî. Åñëè, íàïðèìåð, çàäà÷à ëèíåéíàÿ è åå ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ãåîìåòðè÷åñêèì óñëîâèÿì, òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îøèáêè
îöåíèâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ðàçíîñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ è ëþáîãî òåíçîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ âû÷èñëåíèå óðàâíîâåøåííûõ òåíçîðîâ òðåáóåò àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíîãî ÷èñëà àðèìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Óëó÷øåíû òàêæå èçâåñòíûå àïîñòåðèîðíûå
îöåíêè ïîñðåäñòâîì ïðîèçâîëüíûõ íåóðàâíîâåøåííûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé. ×èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàøè îöåíùèêè ïîãðåøíîñòè îáåñïå÷èâàþò âåñüìà õî-
ðîøèå èíäåêñû ýåêòèâíîñòè, êàê ïðàâèëî, ñõîäÿùèåñÿ ê åäèíèöå, èìåþò ëèíåéíóþ
ñëîæíîñòü è ðîáàñòíû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àïîñòåðèîðíûå îöåíêè, ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, ìå-
òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
1. Ââåäåíèå
àðàíòèðîâàííàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà îöåíèâàåò ïîãðåøíîñòü ñâåðõó, èñ-
ïîëüçóÿ òîëüêî äàííûå çàäà÷è è ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, òî åñòü äàåò
íàäåæíûé îòâåò, óäîâëåòâîðÿåò ëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òðåáîâàíèÿì ê òî÷-
íîñòè. Ïðîöåäóðû àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè, èëè, êàê èõ åùå íàçûâà-
þò, àïîñòåðèîðíûå îöåíùèêè ïîãðåøíîñòè, ñòàíîâÿòñÿ âàæíûì êîìïîíåíòîì ïðî-
ãðàìì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âñòðå÷àåìûõ â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ
è èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ. Èíäèêàòîðû ïîãðåøíîñòè, äàþùèå ïðåäñòàâëåíèå
ïî êðàéíåé ìåðå î ïîðÿäêå ïîãðåøíîñòè, èìåþòñÿ â ðÿäå êîììåð÷åñêèõ ïàêåòîâ
ïðîãðàìì, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ANSYS, ABACUS, FLUENT è äð. Îò÷àñòè ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñîâðåìåííûé çàêàç÷èê ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî,
íå ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòè âû÷èñëåíèé. Òàêîâûì íåðåäêî íå ÿâëÿåòñÿ
è íåïîñðåäñòâåííûé ïîëüçîâàòåëü ïàêåòîâ ïðîãðàìì. Ïîòîìó ñîçäàíèå áûñòðûõ
àëãîðèòìîâ àïîñòåðèîðíîãî îöåíèâàíèÿ ïîãðåøíîñòè  îäíî èç íàèáîëåå àêòóàëü-
íûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Õîòÿ îñíîâû ïîñòðî-
åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè èçâåñòíû äàâíî è âîñõîäÿò ê âñòðå÷íûì
ýêñòðåìàëüíûì ïðèíöèïàì ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Ëàãðàíæà è ìàê-
ñèìóìà äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòû Êàñòèëüÿíî, èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ íà÷àëîñü â êîíöå ïðîøëîãî âåêà. Ýòî ïðîèçîøëî â ñâÿçè ñ ðåçêî âîçðîñøåé
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ðîëüþ ÷èñëåííîãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â íàóêå è èíæåíåð-
íîé ïðàêòèêå è óâåëè÷åíèåì ìîùíîñòè êîìïüþòåðîâ. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ñëîæèâ-
øèõñÿ òåõíèê âûâîäà, ïîçâîëèâøèõ ïîëó÷èòü âåñüìà ýåêòèâíûå àïîñòåðèîðíûå
îöåíêè. Öåíòðàëüíàÿ ñðåäè íèõ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè óðàâíîâåøåííûõ
(ñáàëàíñèðîâàííûõ), òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ (áàëàíñà),
ïîëåé íàïðÿæåíèé (ïîòîêîâ). Åå ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàâíîâåñíûõ íåâÿçîê,
êîòîðûé óñïåøíî ïðèìåíÿëè Ýéíñâîðò, Äåìêîâè÷ è Êèì [1℄, Ëþñ è Âîëüìóò [2℄,
Âåé÷îäñêè [3℄, Áðàññ è Ø¼áåðëü [4℄, â ðàáîòàõ êîòîðûõ èìååòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèî-
ãðàèÿ. Îäíàêî, êàê è â äðóãèõ òåõíèêàõ, ðàâíîâåñíîñòü ïîíèìàëàñü â äèñêðåòíîì
ñìûñëå, à ïðèìåíåíèå ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ â òî÷íîñòè,
èçáåãàëîñü ïîä ïðåäëîãîì, íàïðèìåð, âû÷èñëèòåëüíûõ è äðóãèõ òðóäíîñòåé. Â íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðÿìîå ïîëó÷åíèå óðàâíîâåøåííûõ, òî åñòü
â íàøåì ïîíèìàíèè óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ â òî÷íîñòè, òåíçî-
ðîâ íàïðÿæåíèé ìîæåò áûòü äåøåâûì ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñòîèìîñòè è ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ïðîñòûå ãàðàíòèðîâàííûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè.
àññìàòðèâàþòñÿ äâå òåõíèêè ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îöåíîê. Â îäíîé íà îñíîâå çíà-
÷åíèé ðåøåíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) â òî÷êàõ ñóïåðñõîäèìîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåå èç âîçìîæíûõ äèåðåíöèðóåìîå ïðèáëèæå-
íèå z òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ çàäà÷è. Êîìïîíåíòû òåíçîðà z ìîãóò íàõîäèòüñÿ, íà-
ïðèìåð, êàê êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå óíêöèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ
êëàññà C . Òåíçîð z êîððåêòèðóåòñÿ çàòåì äî óðàâíîâåøåííîãî òåíçîðà τ = z +
+ δτ , êîòîðûé è ïðèìåíÿåòñÿ â àïîñòåðèîðíîé îöåíêå ïîãðåøíîñòè. Ïðè ïåðâîì
êðàåâîì óñëîâèè (íà ãðàíèöå òåëà çàäàíû ïåðåìåùåíèÿ) âû÷èñëåíèå êîððåêòèðó-
þùåãî òåíçîðà δτ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ îò íåâÿçêè â
óðàâíåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ. Ïîñêîëüêó â èçëîæåííîì àëãîðèòìå íå òðåáóåòñÿ ðåøàòü
êàêèå-ëèáî âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (ÑËÀÓ), ìû íàçûâàåì åãî àëãîðèòìîì ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîð-
íîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Â äðóãîé òåõíèêå óðàâíîâåøåííûé òåíçîð τ íàõîäèòñÿ
ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì àëåðêèíà äâîéñòâåííîé çàäà÷è, âûðàæàþ-
ùåé ïðèíöèï Êàñòèëüÿíî ìàêñèìóìà äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòû. Â êà÷åñòâå êîîðäè-
íàòíûõ ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå ëîêàëèçîâàííûå ñàìîóðàâíîâåøåííûå òåíçîðû,
óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ïðè îòñóòñòâèè íàãðóçêè. Îíè ïîçâî-
ëÿþò èñïîëüçîâàòü ÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííûõ çàäà÷. Â ñëó÷àå äâóìåðíûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è îêà-
çûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðèìåíÿòü òîò æå ÌÊÝ, êîòîðûì ðåøàëàñü îñíîâíàÿ çàäà÷à.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷àåìûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ÑËÀÓ ïðèìåíèì áîãàòûé íàáîð
àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ÌÊÝ.
Íàø ïîäõîä ïîçâîëÿåò òàêæå ïîëó÷èòü íîâûå îáùèå ãàðàíòèðîâàííûå âû÷èñ-
ëÿåìûå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè, íå ñîäåðæàùèå êîíñòàíò, îòëè÷íûõ
îò åäèíèöû. Ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ îöåíêè (2.5), (2.6) òåîðåìû 1 è îöåíêà (2.12).
Èõ ïðåèìóùåñòâà â òîì, ÷òî îíè íàèáîëåå áëèçêè íàèáîëåå òî÷íûì, íî ïðàêòè÷å-
ñêè íå âû÷èñëÿåìûì èçâåñòíûì îöåíêàì è â òî æå âðåìÿ àëãîðèòìû èõ âû÷èñëåíèÿ
ïðîñòû è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü îïòèìàëüíûìè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòå.
Ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ýåê-
òèâíîñòü àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà èçëàãàåìîì ïîäõîäå. Õîòÿ êðàåâûå çàäà÷è â
ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ îòíîñèòåëüíî ïðîñòû, îíè ñëóæèëè äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèò-
ìîâ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè è â äðóãèõ ðàáîòàõ (ñì. [59℄). Äîïîëíè-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî òåñòèðîâàíèÿ íàøèõ àëãîðèòìîâ àïîñòåðèîðíûõ
îöåíîê ïîãðåøíîñòè ìîæíî íàéòè â [6, 7℄. Îòìåòèì, ÷òî ðàäè ýêîíîìèè ìåñòà ìû
âåçäå ïðåäïîëàãàåì âñå óíêöèè äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, åñëè òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêî-
ñòè îïóùåíû.
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2. Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè
äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè
Ïóñòü E  ìîäóëü Þíãà, ν  êîýèöèåíò Ïóàññîíà, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðà-
âåíñòâàì
0 < c1 ≤ E(x) ≤ c2, 0 < c1, ν ≤ ν(x) ≤ c2, ν < 0.5















 ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû íàïðÿæåíèé è
äåîðìàöèé, f è t  âåêòîðû îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê, äåéñòâóþùèõ




. Âåðõíèé èíäåêñ T îçíà÷àåò òðàíñïîíè-
ðîâàíèå.
Êðàåâàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà â îáëà-




Γσ = ∅ ,
êàê èçâåñòíî, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé


































ãäå k 6= m , σn  íàïðÿæåíèå â òî÷êå ãðàíèöû íà ïëîùàäêå ñ âíåøíåé íîðìàëüþ
ê ∂Ω è ïîäðàçóìåâàåòñÿ öèêëè÷åñêîå èçìåíåíèå èíäåêñîâ. Äëÿ ïðîñòîòû îáëàñòü






, H k(Ω)  ïðîñòðàíñòâî Ñ.Ë. Ñîáîëåâà óíêöèé, èìå-
þùèõ ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòîì ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî, Vφ =
=
{





, Qf, t  ìíîæåñòâî òåíçîðîâ σ , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ (2.1) â îáîáùåííîì ñìûñëå, ⌊·⌋U , ⌊·⌋σ  ýíåðãåòè÷åñêèå
íîðìû, âûðàæåííûå ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Íîðìû
óíêöèè v â ïðîñòðàíñòâàõ L2(Ω) , H
k(Ω) è êâàçèíîðìó ïîðÿäêà k îáîçíà÷èì
÷åðåç ‖v‖0,Ω , ‖v‖k,Ω è |v|k,Ω ñîîòâåòñòâåííî.
Ñ÷èòàåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè xk , ïåðåñåêàåò
ãðàíèöó îáëàñòè íå áîëåå ÷åì äâàæäû, ñíà÷àëà ÷àñòü ãðàíèöû Γk, a , à çàòåì ÷àñòü
ãðàíèöû Γk, b , è ïóñòü xk = a(xk+1, xk+2)  óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè Γk, a .
Îáðàòèìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ê ñëó÷àþ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, êîãäà Γu = ∂ Ω ; èñ-
ïîëüçóÿ â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî Qf, t îáîçíà÷åíèå Qf . Êîíñòðóêòèâíî ìíîæåñòâî
òåíçîðîâ τ ∈ Qf ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàåì ïðîèçâîëü-
íûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ τk,l = τl,k , k 6= l , è óíêöèè
ϑk,k(xk+1, xk+2) = θk,k (ak(xk+1, xk+2), xk+1, xk+2 ) çíà÷åíèé íîðìàëüíûõ íàïðÿæå-
íèé íà ïîâåðõíîñòÿõ Γk, a . Íàïðÿæåíèÿ τk,k âû÷èñëÿåì ïî îðìóëàì















Èìååòñÿ ðÿä äðóãèõ ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ òåíçîðîâ τ ∈ Qf (ñì. [6, 7, 10℄). Ìîæíî,
íàïðèìåð, çàäàòü ñíà÷àëà ïðîèçâîëüíûé òåíçîð z è ïî íåìó îïðåäåëèòü τ ∈ Qf .
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü v  ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç V0 , σ(v)  òåíçîð íàïðÿæå-
íèé, ïîëó÷àåìûé ïî u = v ñîãëàñíî (2.2), (2.3), z  ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé
òåíçîð ñ êîìïîíåíòàìè èç H1(Ω) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè
⌊u− v⌋U ≤ ⌊σ(v)− τ⌋σ , ⌊u− v⌋U ≤ ⌊σ(v)− z⌋σ + ⌊δ τ⌋σ , (2.5)

























ãäå ak = ak(xk+1, xk+2) , τ  òåíçîð èç Qf ñ êîìïîíåíòàìè τk,l = zk,l äëÿ k 6= l ,

































Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà τ ïîñðåä-
ñòâîì (2.4) è (2.7) ýêâèâàëåíòíû è τ ∈ Qf . Ïîýòîìó ïåðâàÿ îöåíêà (2.5) åñòü
èçâåñòíàÿ, íàçûâàåìàÿ â ëèòåðàòóðå êëàññè÷åñêîé, îöåíêà, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè
ó Ñ.. Ìèõëèíà â [11℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ åå äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò íåñêîëüêèõ
ñòðîê. Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.1)(2.3) çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ òåíçîðîâ σ ∈ Qf, t
è σ0 ∈ Q0,0 èìååì∫
Ω
[





t · w ds = 0,
∫
Ω
σ0 : ε(w) dx = 0 ∀w ∈ V0. (2.9)
Ïåðâîå òîæäåñòâî ïîëó÷àåì óìíîæåíèåì óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ íà v è èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ñ èñïîëüçîâàíèåì îñòàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (2.1)(2.3). Îíî
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé îðìóëèðîâêîé óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Âòîðîå òîæäåñòâî 
÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðâîãî è âûðàæàåò èçâåñòíûé â ìåõàíèêå ïðèíöèï: ðàáîòà âèð-
òóàëüíîãî èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ëþáîì âèðòóàëüíîì èçìåíå-
íèè äåîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà íóëþ. Òàê êàê (u− v) ∈ V0 è (σ(u)− τ) ∈
∈ Q0,0 , òî âòîðîå òîæäåñòâî (2.9) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
⌊σ(v) − τ⌋2σ = ⌊σ(v)− σ(u)⌋
2
σ + ⌊σ(u)− τ⌋
2
σ = ⌊u− v⌋
2
σ + ⌊σ(u)− τ⌋
2
u,
èç êîòîðîãî âûòåêàåò ïåðâàÿ îöåíêà (2.5). Äðóãèå îöåíêè òðåáóþò ëèøü ïðèìåíå-
íèÿ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, íåðàâåíñòâà Êîøè è ýëåìåíòàðíûõ îöåíîê êîý-
èöèåíòîâ ìàòðèöû óïðóãèõ êîýèöèåíòîâ.
×òîáû ñðàâíèòü ñ èçâåñòíûìè àïîñòåðèîðíûìè îöåíêàìè, ðàññìîòðèì äëÿ ïðî-




= 0 . Äëÿ ýòîé çàäà÷è áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè
∥∥∇(u− v)∥∥ 2
0,Ω
≤ (1 + ε)







)∥∥f −∇ · y∥∥ 2
−1,Ω
, (2.10)
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∥∥∇(u− v)∥∥ 2
0,Ω
≤ (1 + ε)







)∥∥f −∇ · y∥∥ 2
0,Ω
, (2.11)




 íîðìà óíêöèè w â ïðîñòðàíñòâå H−1(Ω) . Çà èñòîðèåé
âîïðîñà è îöåíêàìè (2.10), (2.11) ìû îòñûëàåì ê [1214, 15℄. Ïåðâàÿ íå ïðèìåíÿåòñÿ




ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëÿåìîé, íî îíà ñîäåðæèò ïîñòîÿííóþ, çàâèñÿùóþ îò îáëàñòè. Òàê



















ãäå αk  ïðîèçâîëüíûå óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó α1 + α2 ≡ 1 . Îíà
âû÷èñëÿåìà, ïðè÷åì äîñòàòî÷íî ïðîñòî, ïîñêîëüêó òðåáóåò ëèøü âû÷èñëåíèÿ äâóõ
îäíîìåðíûõ è äâóõ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ. Â òî æå âðåìÿ, êàê è (2.10), îíà íå ñîäåð-
æèò êîíñòàíò, îòëè÷íûõ îò 1. Â ñðàâíåíèè ñ (2.11) îöåíêà (2.12) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
áîëåå òî÷íîé, òàê êàê â íåé îòñóòñòâóåò cΩ è ïîä çíàêîì íîðìû îíà ñîäåðæèò íå
íåâÿçêó, à èíòåãðàëû îò íåå.
3. Ïîëó÷åíèå ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîòîêîâ
ïóòåì ðåøåíèÿ äâîéñòâåííûõ çàäà÷
×èñëåííîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü íå áîëåå ñëîæíûì, ÷åì
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. àññìîòðèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà â äâóìåðíîé îáëàñòè







































gv ds, Vφ(Ω) =
{






Îáîçíà÷åíèå Qf ñîõðàíÿåì äëÿ ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëó÷àþ ΓD = ∂Ω .
Ïóñòü òàêæå s  êîîðäèíàòà íà ãðàíèöå ∂Ω è s0  åå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà ΓN .
Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (3.1) ìîæíî ñâåñòè ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ, ñîðìóëè-
ðóåì ðåçóëüòàò äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì òàêæå ìíîæåñòâà ΓD,
ΓN îäíîñâÿçíûìè, à óíêöèþ φ ðàâíîé íóëþ â òî÷êàõ èõ ðàçäåëà.









(s), s ∈ ΓD
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îïðåäåëåíû. Ïóñòü òàêæå w  ðåøåíèå çàäà÷è



























a(v, v) − F (v) ∀ v ∈ Vφ, ãäå a(v, w) =
∫
Ω
∇v · ∇w dx, (3.4)






t · t dx+
∫
ΓD
(t · n)φds. (3.5)
Âçÿâ ëþáîé èêñèðîâàííûé âåêòîð t f,g ∈ Qf,g , ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé îð-












ds = 0 ∀ t0,0 ∈ Q0,0. (3.6)
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Q 0,0 ìîæíî çàäàòü ïî-
ñðåäñòâîì ïðîèçâîäÿùèõ óíêöèé êàê
Q0,0 =
{



























ds = 0 ∀ψ ∈W0,ΓN . (3.8)
Ïðîèíòåãðèðîâàâ âòîðîå ñëàãàåìîå ïî ÷àñòÿì, ïðèäåì, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ,
ê òîæäåñòâó ∫
Ω
∇w · ∇ψ dx = F ∗(ψ) +
∫
ΓD
g∗ψ ds ∀ψ ∈W0,ΓN , (3.9)
êîòîðîå ïðè f ≡ 0 è åñòü ñëàáàÿ îðìóëèðîâêà çàäà÷è (3.2).
Çàìåòèì, ÷òî êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå âåêòîðà tf,g äîñòàòî÷íî ïðîñòîå.




∈ Qf ñ êîì-
ïîíåíòàìè





f(η k, x3−k) dη k, (3.10)
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tn,f ds, φ∗ = φ
∗ − φf . (3.11)
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïðèíÿòü








ãäå φ∗  óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà Ω è ñîâïàäàþùàÿ ñ φ∗ èç (3.11) íà ΓN .
Ñëåäñòâèå 1. àâíîâåñíûå ïîëÿ äëÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè
ìîæíî ïîëó÷àòü ïîñðåäñòâîì ÌÊÝ. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé è äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷ ìîæíî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèìåíÿòü îäèí è òîò æå ÌÊÝ, à äëÿ
ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ÌÊÝ îñíîâíîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è  áîãàòûé íàáîð áûñòðûõ
àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ÌÊÝ. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàçëè÷èÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì îáóñëîâëåíû ëèøü ðàç-
ëè÷èåì êðàåâûõ óñëîâèé îñíîâíîé è äâîéñòâåííîé êðàåâûõ çàäà÷. Íàëè÷èå âûðîæ-
äåíèÿ êîýèöèåíòîâ è äðóãèõ íåðåãóëÿðíîñòåé ìîæåò ïîòðåáîâàòü ðàçëè÷íûõ
ñïîñîáîâ èõ ó÷åòà â ñõåìàõ ÌÊÝ äëÿ óêàçàííûõ êðàåâûõ çàäà÷.
Ïóñòü Up  ïðîñòðàíñòâî ÌÊÝ ñ êðèâîëèíåéíûìè âáëèçè ãðàíèöû êîíå÷íû-
ìè ýëåìåíòàìè, àññîöèèðîâàííûìè ñ òðåóãîëüíûì áàçèñíûì ýëåìåíòîì ïîðÿäêà
p , è óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ êâàçèîäíîðîäíîñòè. Òàêèå ÌÊÝ-
ìîäåëè ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû â [16, 17℄. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êâàçèîäíîðîä-
íîñòè ìîæíî ïåðåîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòîáðàæåíèå x = X(ξ) :
δ0 → δ áàçèñíîãî ýëåìåíòà δ0 íà êîíå÷íûé ýëåìåíò àíñàìáëÿ δ ïðåäñòàâèìî â âè-
äå ñóïåðïîçèöèè X(ξ) = Y (Z(ξ)) äâóõ îòîáðàæåíèé, ãäå ς = Z(ξ) : δ0 → δh 
àèííîå îòîáðàæåíèå è δh  òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè, âåðøè-
íû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà δ , à íåëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå x = Y (ς) : δh → δ èìååò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà íå âûøå
p+1 . Ïðè ýòîì àíñàìáëü òðåóãîëüíèêîâ δh óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íûì óñëîâèÿì êâà-





Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ îðìóëèðîâêîé ðåçóëüòàòà î ñõîäèìîñòè ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé äâîéñòâåííîé çàäà÷è îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ çàäà÷ Äèðèõëå è
Íåéìàíà.
Ïóñòü w˜ = wD , wN  ðåøåíèÿ ÌÊÝ èç ïðîñòðàíñòâà Up(Ω) ñîîòâåòñòâóþùèõ




. Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò








Òåîðåìà 3. Ïóñòü ðåøåíèÿ u = uD , uN çàäà÷ Äèðèõëå (ΓD = ∂Ω) è Íåéìàíà






f(η k, x3−k) d η k ∈ H
p−1(Ω), |uN | 1,Ω ≤ c
(
‖f‖ p−1,Ω + ‖g‖ p−0.5,∂Ω
)
,
|uD | 1,Ω ≤ c
(
‖f‖ p−1,Ω + ‖φ‖ p+0.5,∂Ω
)
, c = const.
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Òîãäà












Ìû îïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, êîòîðàÿ åñòü ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåî-
ðåìû 1 è èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñõîäèìîñòè ÌÊÝ (ñì. [16, 17℄).
Çàìå÷àíèå 1. Âåêòîð zh óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ áàëàíñà â îáëàñòè. Îäíàêî
êðàåâîìó óñëîâèþ Íåéìàíà íà ΓN îí óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
φ∗ ∈ U p(Ω)|ΓN , òî åñòü φ
∗
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ñëåäîâ íà ΓN ÊÝ óíêöèé.
Åñëè ýòî íå èìååò ìåñòà, òî àêòè÷åñêè zh ∈ Qf,gh , ãäå g
h
ñîîòâåòñòâóåò óíê-
öèè φh , ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè â ñõåìå ÌÊÝ óíêöèè φ∗ . Ïðè
ýòîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêîé (14) èç [10℄ ñ äîïîëíèòåëü-
íûì ñëàãàåìûì âèäà c ‖g− gh ‖ 0,ΓN , c = const , â åå ïðàâîé ÷àñòè. Äîïîëíèòåëüíîå
ñëàãàåìîå èìååò, êàê ñëåäóåò èç îöåíêè (14) ðàáîòû [10℄, áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê
ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíûì ÷ëåíîì.
4. Íåëèíåéíûå çàäà÷è
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå çàâèñÿò îò òèïà çàêîíà óêà è ñîõðàíÿþò ñâîé âèä,
íàïðèìåð, äëÿ îðòîòðîïíûõ, òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûõ è äðóãèõ òèïîâ óïðóãèõ
òåë. Îíè òàêæå íå èçìåíÿþòñÿ äëÿ øèðîêîãî êðóãà èçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè
íåëèíåéíûõ òåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ óðàâíîâåøåííûõ è ñàìîóðàâ-
íîâåøåííûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé, ðàññìîòðåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ïðèìåíèìû
äëÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Ïðè ýòîì ïðÿìûå ñïîñîáû
íàõîæäåíèÿ óêàçàííûõ òåíçîðîâ îäèíàêîâû äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ çàäà÷.
Ïåðå÷èñëåííûå âûøå àêòîðû âëèÿþò òîëüêî íà îòíîñèòåëüíî äåøåâûå îïåðàöèè
âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è ýíåðãåòè-
÷åñêîé íîðìû èëè óíêöèîíàëîâ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïðàâîé ÷àñòè àïîñòå-
ðèîðíîé îöåíêè.
Îáðàòèìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà, äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ïðèíöèï Ëàãðàíæà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è
ïðèíöèï Êàñòèëüÿíî ìàêñèìóìà äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòû, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó äåéñòâèòåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òåëà. Êàê õîðîøî
èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè èìååò âèä
L(v)− L(u) ≤ L(v)− C(τ), (4.1)
ãäå L(v)  ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ òåëà íà ïåðåìåùåíèÿõ v , óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì
ãåîìåòðè÷åñêèì óñëîâèÿì, u  òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, ìèíèìèçèðóþùåå óíêöè-
îíàë L , τ  ëþáîé òåíçîð íàïðÿæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ,
C  óíêöèîíàë äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòû íà òåíçîðå τ . Ïóñòü V  ïðîñòðàíñòâî ïå-
ðåìåùåíèé ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé. Åñëè ‖·‖V  íîðìà â V , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî
β ‖v − u ‖V ≤ L(v)− L(u), β = const, (4.2)
òî èç (4.1) ñëåäóåò àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè
β ‖v − u ‖V ≤ L(v)− C(τ). (4.3)
Îöåíêà (4.1) âûðàæàåò îñíîâîïîëàãàþùèå ñâîéñòâà âñòðå÷íûõ âàðèàöèîííûõ
ïðèíöèïîâ Ëàãðàíæà è Êàñòèëüÿíî (ñì., íàïðèìåð, [1822℄). Îöåíêà (4.2) ìîæåò
èìåòü ìåñòî, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷ ñ ìîíîòîííûìè äèåðåíöèàëüíûìè îïåðàòî-
ðàìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû îöåíîê (4.1), (4.2) ìîæíî
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íàéòè â ìîíîãðàèÿõ [2325℄ è äð. Îíè îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè äâîéñòâåííîñòè è òåî-
ðèè ìîíîòîííûõ/êîýðöèòèâíûõ äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùåé, â
÷àñòíîñòè, ñîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ê èñõîäíûì äàííûì è óñëîâèÿ íà
òèï íåëèíåéíîñòè, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.2).
Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïðÿìûå ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà τ íà îñíîâå ïðè-
áëèæåííûõ ðåøåíèé (íàïðèìåð, ÌÊÝ) íåëèíåéíûõ çàäà÷ òå æå ñàìûå, ÷òî è äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ çàäà÷. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè àïîñòåðèîð-
íîé îöåíêè îòëè÷èÿ ñâÿçàíû òîëüêî ñ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûìè ïî ñðàâíåíèþ
ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì âû÷èñëåíèÿìè óíêöèîíàëîâ L(v) è C(τ) äëÿ çàäàííûõ v
è τ . Îäíàêî ýòî óñëîæíåíèå íå èçìåíÿåò ïîðÿäîê ñëîæíîñòè àëãîðèòìà. Íàïðè-
ìåð, àïîñòåðèîðíûé îöåíùèê, îïòèìàëüíûé ïî âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòå äëÿ ëèíåé-
íîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè, îñòàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó è äëÿ èçè÷åñêè
íåëèíåéíîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè.
Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî òàêæå íà âû÷èñëåíèè τ è îäíîâðåìåííî óíêöèîíàëà C(τ)
ïóòåì ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè óíêöè-




L(v), U ⊂ V, (4.4)
ãäå L  âûïóêëûé, ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó óíêöèîíàë, V  ðåëåêñèâíîå áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖V , U  çàìêíóòîå, âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî V .
Òåíçîð τ è óíêöèîíàë äîïîëíèòåëüíîé ðàáîòû C(τ) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé è äâîéñòâåííûì óíêöèîíàëîì ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâ-
íîé çàäà÷å (4.4). Ïðè ýòîì òåíçîð τ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Qf,t òåíçîðîâ σ ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ (2.1) â îáîáùåííîì ñìûñëå, è ïðåäñòà-
âèì â âèäå τ = τf,t+τ0,0 , τ0,0 ∈ Q0,0 , ãäå Q0,0  ïðîñòðàíñòâî ñàìîóðàâíîâåøåííûõ
òåíçîðîâ, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ïðè f ≡ 0 , t ≡ 0 . Äâîé-










Åñëè C (τf,t + γ)  âûïóêëûé, ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó óíêöèîíàë îò γ , êîýð-
öèòèâíûé íà ðåëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Q0,0 , òî (ñì., íàïðèìåð, [25℄)
C(τ) ≦ C(σ) = L(u) ≤ L(v) ∀τ ∈ Qf,t, ∀ v ∈ U,
îòêóäà ñëåäóåò (4.3).
ÿä àâòîðîâ ñ÷èòàåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê (4.3) íåâûãîäíî
ïî äâóì ïðè÷èíàì: 1) ñëîæíîñòü ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ïî v òåíçîðà τf,t ∈ Qf,t , àï-
ïðîêñèìèðóþùåãî σ , è 2) ñëîæíîñòü, îñîáåííî â ñëó÷àå íåëèíåéíîé çàäà÷è, ðåøå-
íèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (4.5). Ïåðâàÿ èç ïðè÷èí óæå îáñóæäàëàñü âûøå, ïîýòîìó
äîáàâèì ëèøü íåñêîëüêî ñëîâ ïî ïîâîäó âòîðîé. Êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå, ìîæíî
ïîëó÷èòü âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû ñî ñâîéñòâàìè, ïîäîáíûìè ÌÊÝ. Ïðè ýòîì
âîïðåêè 2) ÷èñëåííîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ìîæåò îêàçàòüñÿ äàæå áîëåå
ïðîñòûì ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíîé çàäà÷åé. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à ñ
êîýèöèåíòîì Ïóàññîíà, áëèçêèì â íåêîòîðûõ ïîäîáëàñòÿõ ê 0.5.
5. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
åçóëüòàòû ðÿäà ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, âêëþ÷àÿ ïðèìåðû 5.1, 5.3, ïðèâå-
äåíû â ðàáîòàõ Àíóðèåâà, Êîðíååâà è Êîñòûëåâà [6, 7℄, ãäå ìîæíî íàéòè èõ áîëåå
ïîëíîå îáñóæäåíèå. Ïîçäíåå Êîñòûëåâûì áûëè âûïîëíåíû ðàñ÷åòû äëÿ äðóãèõ
çàäà÷, â ÷àñòíîñòè äëÿ âòîðîãî èç îáñóæäàåìûõ íèæå ïðèìåðîâ.
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5.1. Ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ðàçðûâíûì êîýèöèåíòîì. àñ-
ñìàòðèâàëîñü óðàâíåíèå ∇ · ρ∇u = f â êâàäðàòå (0, 1) × (0, 1)  ρ = ρ1 = 10−2
è ρ = ρ2 = 10
2
â åãî ëåâîé è ïðàâîé ïîëîâèíàõ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâàÿ ÷àñòü è

























Ïðè ýòîì íà ëåâîé è íèæíåé ãðàíÿõ ñòàâèëîñü êðàåâîå óñëîâèå Íåéìàíà, à íà
îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû  êðàåâîå óñëîâèå Äèðèõëå. Êâàäðàò (0, 1)× (0, 1) ðàçáè-
âàëñÿ ðàâíîìåðíîé êâàäðàòíîé ñåòêîé ñ ÷åòíûì ÷èñëîì øàãîâ, êîòîðîå èçìåíÿëîñü
îò 8 äî 1024. Ïðîñòðàíñòâîì ÌÊÝ ñëóæèëî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-
ïîëèëèíåéíûõ óíêöèé. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ïî-












ãäå äëÿ z = (z1, z2)
T























ãäå e  íîðìà òî÷íîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ÌÊÝ è η  àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà
ïîãðåøíîñòè, ñðàâíåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá ýåêòèâíîñòè àïîñòåðèîð-
íîãî îöåíùèêà. Íèæå ïðèâîäèì âåñüìà ïðîñòîé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîð-
íîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè, áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â [6, 7℄
(àëãîðèòì 2.4).
Àëãîðèòìû ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè
Øàã 1. Äëÿ êàæäîãî óçëà x(i) = (i1 h, i2 h) ∈ Ω , i = (i1, i2) , âû÷èñëÿåòñÿ





, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé â óçëå ïðîèçâîäíîé ∂(ρ ∂u/∂x1)/∂x1 , âû÷èñëåííîé ïî
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîìó ðåøåíèþ u
fem
(x) . Äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ íà ãîðèçîíòàëüíûõ














(h(i1 − 1, i2))
]
.
Äëÿ óçëîâ i = (0, i2) íà îñè x2 ïîëàãàåì






(x1)  èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà 3-ãî ïîðÿäêà ïî çíà÷åíèÿì
u
fem
â óçëàõ x(i) , i1 = 0, 1, 2, 3 .
Àíàëîãè÷íî, äëÿ óçëîâ i = (n, i2)
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Òàáë. 1
N e η I
e
64 9.14308 1.02954 · 101 1.12604
256 4.44483 4.77467 1.07421
1024 2.20395 2.25318 1.02234
4096 1.09958 1.10628 1.00609
16384 5.49486 · 10−1 5.50364 · 10−1 1.00160
65536 2.74705 · 10−1 2.74818 · 10−1 1.00041
262144 1.37348 · 10−1 1.37362 · 10−1 1.00010
1048576 6.86734 · 10−2 6.86751 · 10−2 1.00003
ãäå u
int
(x1)  èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà 3-ãî ïîðÿäêà ïî çíà÷åíèÿì
u
fem
â óçëàõ x(i) , i1 = n, n− 1, n− 2, n− 3 .
Íàéäåííàÿ ñåòî÷íàÿ óíêöèÿ vh îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êóñî÷íî-áèëèíåéíóþ
óíêöèþ I
int
(x) ∈ V (Ω) ðàâåíñòâàìè I
int
(x(i)) = v2,1(i) , x
(i) ∈ Ω.
Øàã 2. Íàõîäèì ïîòîê t = (t1, t2)
T











f(x1, ξ2) + I int(x1, ξ2)
]
dξ2.







Çàìå÷àíèå 2. Èìååòñÿ ìíîãî äðóãèõ âàðèàíòîâ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà
ïîñòðîåíèè ïî ðåøåíèþ ÌÊÝ ïîòîêà, â òî÷íîñòè óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ
áàëàíñà. Íàïðèìåð, ìîæíî èíòåðïîëèðîâàòü ïî ñðåäíèì çíà÷åíèÿì â óçëàõ íåïî-
ñðåäñòâåííî îäíó èç êîìïîíåíò tk , à äðóãóþ êîìïîíåíòó t3−k íàõîäèòü èíòåãðè-
ðîâàíèåì f − ∂tk/∂xk . Íåñêîëüêî èç íèõ ìîæíî íàéòè â [6, 7, 10℄.
Îñíîâíûì ïîêàçàòåëåì ýåêòèâíîñòè àïîñòåðèîðíîãî îöåíùèêà â îòíîøåíèè
òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ èíäåêñ ýåêòèâíîñòè I
e
= η/e , ãäå e è η  ëåâàÿ è ïðàâàÿ
÷àñòè â (5.1), òî åñòü òî÷íîå çíà÷åíèå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ïîãðåøíîñòè ðåøå-
íèÿ ÌÊÝ è åå àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà. åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçàíû â òàáë. 1,
â êîòîðîé N  ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Èç íåå âèäíî, ÷òî àïîñòåðèîðíûé îöåíùèê
âåñüìà ýåêòèâåí è èíäåêñ ýåêòèâíîñòè áûñòðî ñõîäèòñÿ ê 1. Îí òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ áûñòðîäåéñòâóþùèì, ÷òî âèäíî èç ðèñ. 1, ãäå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò N
çàòðàò âðåìåíè PC â ìèëëèñåêóíäàõ. Âåðõíÿÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò âðåìåíè ðåøåíèÿ
ÑËÀÓ ÌÊÝ ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì, íèæíÿÿ  âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðè-
îðíîé îöåíêè, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ÷èñëó íåèçâåñòíûõ. Òàêèì
îáðàçîì, àïîñòåðèîðíûé îöåíùèê îïòèìàëåí ïî âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòå (èìååò ëè-
íåéíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü) è ìåíåå òðóäîåìîê, ÷åì ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä
ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ÌÊÝ. Îí, êðîìå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíûì, òàê êàê ñêà÷îê êîý-
èöèåíòà ρ , ïðîïîðöèîíàëüíûé 104 , íå ïðèâåë ê óõóäøåíèþ êà÷åñòâà àëãîðèòìà:
èíäåêñ ýåêòèâíîñòè àïîñòåðèîðíîé îöåíêè, êàê è â äðóãèõ ïðèìåðàõ, áûñòðî
ñõîäèòñÿ ê åäèíèöå, òî åñòü àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà âåñüìà áëèçêî ñëåäóåò çà òî÷-
íûì çíà÷åíèåì ïîãðåøíîñòè.
Ïðîâîäèëèñü òàêæå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ çàäà÷è ïëîñêîé òåîðèè óïðó-




= ϕ ïëîñêîé äå-










16 3.29126 · 10−1 2.11430 6.42399 2.45022 7.44462
64 1.63481 · 10−1 5.54014 · 10−1 3.38885 3.54162 · 10−1 2.16638
256 8.17444 · 10−2 1.94481 · 10−1 2.73914 1.46349 · 10−1 1.79033
1024 4.08766 · 10−2 8.62833 · 10−2 2.11083 5.45946 · 10−2 1.33560
4096 2.04389 · 10−2 4.18226 · 10−2 2.04622 2.56000 · 10−2 1.10387
16384 1.02196 · 10−2 2.07433 · 10−2 2.02976 1.05054 · 10−2 1.02797
65536 5.10979 · 10−3 1.03501 · 10−2 2.02554 5.14644 · 10−3 1.00717
262144 2.55490 · 10−3 5.17229 · 10−3 2.02446 2.55953 · 10−3 1.00181
1048576 1.27745 · 10−3 2.58580 · 10−3 2.02419 1.27804 · 10−3 1.00046
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ðàâíîìåðíîé êâàäðàòíîé ñåòêå ñ n2 ÿ÷åéêàìè. Ïðèíèìà-
ëîñü, ÷òî E = 100 , ν = 0.2 . Ïðàâàÿ ÷àñòü è óíêöèÿ ϕ ñîîòâåòñòâîâàëè òî÷íîìó
ðåøåíèþ
u1(x) = sin(pix1) sin(2pix2) + x1 + x2,
u2(x) = sin(2pix1) sin(pix2) + 0.25(x1 + 1)(x2 + 1).
Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè âû÷èñëÿëèñü ïî àëãîðèòìàì 3.1, 3.2, îïèñàííûì â [6, 7℄.
Â ïåðâîì àëãîðèòìå âû÷èñëÿëàñü è èíòåðïîëèðîâàëàñü ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂τ1,2/∂x2 íàïðÿæåíèÿ τ1,2 , ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïî íåé
ïîñðåäñòâîì îïåðàöèé âû÷èñëåíèÿ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ è äèåðåíöèðîâà-
íèÿ âû÷èñëÿëñÿ òåíçîð íàïðÿæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ.
Âî âòîðîì àëãîðèòìå ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî îñåé xk
àëãîðèòìà âû÷èñëÿëàñü è èíòåðïîëèðîâàëàñü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂ 2τ1,2/∂x1 ∂x2
íàïðÿæåíèÿ τ1,2 , ïîëó÷åííîãî ÌÊÝ. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíîâåñíûå òåíçîðû íàïðÿ-
æåíèé íàõîäèëèñü ïóòåì âû÷èñëåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû
ïðèâåäåíû â òàáë. 2, â êîòîðîé N  ÷èñëî óçëîâ ñåòêè, e  òî÷íàÿ ïîãðåøíîñòü
ðåøåíèé ÌÊÝ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå, η(k) , k = 1, 2 ,  àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïî-
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èñ. 2
Òàáë. 3
N L2-error e I
e
25 0.00149957 0.06471507 5.75502518
100 0.01604613 0.14359042 1.5897243
400 0.00088007 0.03620792 3.59732922
1600 0.00021309 0.01927863 4.28158306
6400 6.4957 · 10−5 0.00956583 3.37412084
25600 1.7082 · 10−5 0.00467778 2.11054348
102400 4.3256 · 10−6 0.00232179 1.39053788
409600 1.0849 · 10−6 0.00115862 1.11269864
1638400 2.7144 · 10−7 0.00057902 1.02947749
Íà îñíîâàíèè òàáë. 2 ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Àïîñòåðèîðíûå îöåíêè
ïîãðåøíîñòè ÷óâñòâèòåëüíû ê ñïîñîáó èõ âû÷èñëåíèÿ. Âòîðîé àëãîðèòì îêàçàëñÿ
çàìåòíî áîëåå ýåêòèâíûì. Ñðàâíèâàÿ ñ òàáë. 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàçðûâíûé êî-
ýèöèåíò â óðàâíåíèè óõóäøàåò ïîãðåøíîñòü çíà÷èòåëüíåå (ïðèìåðíî íà ïîðÿ-
äîê), ÷åì óñëîæíåíèå óðàâíåíèé ïðè ãëàäêîì ðåøåíèè. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
ïîäòâåðæäàþò îïòèìàëüíîñòü ïðåäëàãàåìûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíùèêîâ ïîãðåø-
íîñòè ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ïî âû÷èñëèòåëüíîé òðóäîåìêîñòè îòíîñè-
òåëüíî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ (ñì. äîïîëíèòåëüíóþ èíîðìàöèþ â [6, 7℄).
5.2. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ ðåøåíèåì, èìåþùèì áîëüøèå ãðàäè-
åíòû. Â ýòîì ïóíêòå èçó÷àëàñü çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà −△u = f
ñ òî÷íûì ðåøåíèåì âèäà




(x− 0.5)2 + (y − 0.117)2
])
,
ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ òàêæå â [5, 8, 9℄. Íà âñåé ãðàíèöå ñòàâèëîñü îäíîðîäíîå êðà-
åâîå óñëîâèå Äèðèõëå. Òî÷íîå ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 è èìååò çíà÷èòåëüíûå
ãðàäèåíòû. Ïðèìåíÿëñÿ òîò æå ÌÊÝ íà ðàâíîìåðíîé êâàäðàòíîé ñåòêå è òîò æå
àïîñòåðèîðíûé îöåíùèê, ÷òî è â ïåðâîì ïðèìåðå.
×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáë. 3. Â åå âòîðîì ñòîëáöå ïðèâåäåíà íîðìà
òî÷íîé îøèáêè ÌÊÝ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) , à â òðåòüåì  íîðìà e (ïðè ρ ≡ 1).
24 Â.. ÊÎÍÅÅÂ
Èíäåêñ ýåêòèâíîñòè ñíîâà ñõîäèòñÿ ê åäèíèöå, íî çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå, ÷åì
â ïåðâîì ïðèìåðå. Â îñíîâíîì ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñî çíà-
÷èòåëüíûìè ãðàäèåíòàìè ðàäè óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðèìåíÿëàñü ðàâíîìåðíàÿ
ñåòêà. Îòìåòèì, ÷òî áûñòðîäåéñòâèå àïîñòåðèîðíîãî îöåíùèêà òàêîå æå ïî ïî-
ðÿäêó, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, òàê êàê îíî ñëàáî çàâèñèò îò ïðàâîé ÷àñòè,
òî åñòü àïîñòåðèîðíûé îöåíùèê èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü. Â òî æå âðåìÿ ïðè
ñðàâíåíèè ñ äðóãîãî òèïà àïîñòåðèîðíûìè îöåíùèêàìè ðàáîò [5, 8, 9℄ ðåçóëüòàòîâ
äëÿ îäèíàêîâûõ òî÷íûõ çíà÷åíèé íîðì ïîãðåøíîñòè îí îáåñïå÷èâàåò áîëåå òî÷íûå
àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè è, êàê ñëåäñòâèå, ëó÷øèå èíäåêñû ýåêòèâ-
íîñòè.
5.3. Àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè äâîéñòâåííîé çàäà÷è. àñ-
ñìàòðèâàëàñü çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â åäèíè÷íîì êâàäðàòå Ω =
= (0, 1)× (0, 1)




äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðèìåíÿëñÿ ÌÊÝ íà ðàâíîìåðíîé êâàäðàòíîé ñåòêå xk =
= x
(ik)
k = ik h , h = 1/n , ik = 0, 1, . . . , n , ñ áèëèíåéíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè.
Ïóñòü V (Ω)  ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà Ω è áèëèíåéíûõ íà êàæäîé ÿ÷åé-





 áàçèñ â íåì, êàæäàÿ óíêöèÿ φ(i) êîòîðî-
ãî ðàâíà 1 â óçëå x(i) = i h , i = (i1, i2) , è 0  â îñòàëüíûõ óçëàõ. Ïðè ϕ ≡ 0 ,
÷òî äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ íèæå, ðåøåíèå ÌÊÝ èùåòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå
V0(Ω) ⊂ V (Ω) óíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â 0 íà ∂ Ω . Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé,
èçëîæåííîé â ðàçä. 2, äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðî-
ñòðàíñòâî V (Ω) . Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ñåòî÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà
Q0 ñàìîñáàëàíñèðîâàííûõ ïîòîêîâ èìååì
Qh,0 =
{




∀ v ∈ V (Ω)
}
,














ãèìè ñïîñîáàìè. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðèìåíÿëèñü äâà íàèáîëåå ïðîñòûõ
ñïîñîáà, êîãäà âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî îðìóëàì
t1,f = 0, t2,f =
xk∫
0
f(x1, ξ2) dξ2, (5.3)




f(ξk, x3−k) dξk. (5.4)




0 ∈ Q0 , íàõîäèëîñü ïóòåì




(zh0 + tf ) · t
(i) dx = 0, i1, i2 = 0, 1, . . . , n. (5.5)








16 1.59912 2.93605 2.05747 1.20610
64 7.60498 · 10−1 1.95927 2.16500 1.23228
256 3.70781 · 10−1 1.26742 2.21586 1.24493
1024 1.84023 · 10−1 1.07113 2.23084 1.24869
4096 9.18344 · 10−2 1.01826 2.23475 1.24967
16384 4.58949 · 10−2 1.00460 2.23574 1.24992
65536 2.29446 · 10−2 1.00115 2.23599 1.24998
262144 1.14720 · 10−2 1.00029 2.23605 1.24999
1048576 5.73594 · 10−3 1.00007 2.23606 1.25000








Ïðè ýòîì åñëè w˜ åñòü åå ðåøåíèå ÌÊÝ, òî òàê æå, êàê è â (3.12), èìååì
zh0 =
(
∂w˜/∂x2 + t1,f , −∂w˜/∂x1 + t2,f
)T
.
Íèæå äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïðîñòîé çàäà÷è
ñ ïðàâîé ÷àñòüþ 5pi2 sin(2pix1) sin(pix2) è òî÷íûì ðåøåíèåì u = sin(2pix1) sin(pix2) .
Äâå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèþ âåêòîðà tf ñîãëàñíî





ñðàâíåíèÿ ïðèìåíÿëñÿ òàêæå àëãîðèòì ïðÿìîãî (òî åñòü áåç ðåøåíèÿ âñïîìîãà-
òåëüíûõ çàäà÷) âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè ÌÊÝ, îïèñàííûé
â ï. 4.1. Èíäåêñ ýåêòèâíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà îáîçíà÷àåì I
e
. Çíà÷åíèÿ íîðìû
e = |e|1,Ω ïîãðåøíîñòè ÌÊÝ è ïåðå÷èñëåííûõ èíäåêñîâ ýåêòèâíîñòè â çàâèñè-
ìîñòè îò ÷èñëà íåèçâåñòíûõ N = (n+ 1)2 ïðèâåäåíû â òàáë. 4.
×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
1. Ñáàëàíñèðîâàííûå ïîòîêè, íàéäåííûå ïóòåì ðåøåíèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåø-





ïîêàçûâàåò, ÷òî âûáîð âåêòîðà tf âëèÿåò íà òî÷íîñòü
àïîñòåðèîðíîé îöåíêè. Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå tf ïî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî
íàèìåíîâàíèÿ îñåé îðìóëàì çàìåòíî óâåëè÷èâàåò òî÷íîñòü.
3. Èíäåêñû Ik
e
íå ñõîäÿòñÿ ïðè h→ 0 ê åäèíèöå, â òî âðåìÿ êàê I
e
ñõîäèòñÿ.
Îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ïîãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ èñõîäíîé
çàäà÷è è äâîéñòâåííîé ïðè h → 0 íå óìåíüøàåòñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ
ðåøåíèÿ îñíîâíîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ïðèìåíÿëèñü ÌÊÝ îäíîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè, òî÷íåå, îäèí è òîò æå ÌÊÝ. ×òîáû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü èíäåêñà ýåê-
òèâíîñòè Ik
e
, äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è, âèäèìî, íóæíî ïðèìåíÿòü áîëåå
òî÷íûé ïî ïîðÿäêó ÌÊÝ, ÷åì äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è. Â òî æå âðåìÿ áîëåå
ïðîñòîé àëãîðèòì, íå òðåáóþùèé ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, íî îñíîâàííûé
íà èñïîëüçîâàíèè òî÷åê ñóïåðñõîäèìîñòè ðåøåíèé ÌÊÝ, îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü
I
e
→ 1 ïðè h → 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøóþ òî÷íîñòü àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê
ïîãðåøíîñòè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h . Îòìå÷åííûé àêò âåñüìà âàæåí äëÿ ïðè-
ëîæåíèé. Îí ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî óñëîæíåíèå àëãîðèòìîâ àïîñòåðèîðíûõ
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îöåíîê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, êàê ïðàâèëî, ìîòèâèðîâàííîå ñòðåì-
ëåíèåì ïîâûøåíèÿ èõ òî÷íîñòè, ìîæåò ïðèâåñòè ê íåîïðàâäàííîìó óñëîæíåíèþ
àëãîðèòìîâ.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  01-11-00667).
Summary
V.G. Korneev. Simple Algorithms for Calulation of the Classial A Posteriori Error
Estimates of Numerial Solutions of Ellipti Equations.
As is well-known, for the problems in solid mehanis, lassial approah to a posteriori
error estimation stems from the Lagrange and Castigliano variational priniples. If the problem
is linear and an approximate solution satises geometrial restritions, then potential energy
of the error is estimated by the potential energy of the dierene of the stress tensor
orresponding to the approximate solution and any stress tensor satisfying the equations of
equilibrium. We show that in many ases, onstrution of equilibrated stress elds an be
done for a number of arithmeti operations, whih is asymptotially optimal. This approah
allows us also to improve known a posteriori estimates by means of arbitrary nonequilibrated
tensors. Numerial experiments show that our a posteriori error estimators provide rather good
eieny indies, whih often onverge to unity, have linear omplexity, and are robust.
Key words: a posteriori estimates, error in approximate solutions, nite element method.
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